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Capitolul 1

De la Entscheidungsproblem la
Problema Opririi

In acest capitol discutdm Problema Opririi. Incepem cu algoritmi,
pseudocod si exemple de programe care se opresc sau nu, apoi formuldm
problema, analizam cazurile decidabile, demonstram Teorema Opririi (ne-
decidabilitate) si explordm probleme si solutii conexe.

1.1 De ce Problema Opririi?

Problema Opririi este importantd istoric pentru ci a fost una dintre
primele probleme despre care s-a demonstrat ca este nedecidabild, adica,
nu este rezolvabild de calculatoarele ,clasice’, tipul de dispozitiv de calcul
pe care cititorul il are pe birou. Calculatoarele clasice sunt implementari
fizice ale notiunii matematice de masini Turing deterministd [151].}

Problema Opririi este o formulare matematica relativa la masinile Tu-
ring deterministe.? Dupa cum afirmi Copeland 138, p. 40]

Problema Opririi a fost numitd astfel (si, se pare,
prima datd enuntatd) de Martin Davis [147, pp. 70-71).
Afirmatia ci Problema Opririi nu poate fi rezolvata de
un calculator este cunoscutd ca ,Teorema Opririi’. (S-a
spus adesea cd Turing a enuntat si demonstrat Teorema

n abordarea clasica, informatia este memoratd in calculator sub form& de biti
reprezentati logic prin 0 (off) sau 1 (on). Secventele clasice de calcule folosesc pro-
cesoare deterministe precumn x86 si ARM; repetand calculele cu aceleasi intrari sec
obtine aceeasi iesire. in contrast cu acestea, calculatoarele neconventionale, precum
cele cuantice, biologice sau de alte tipuri [70], utilizeazd alte forme de stocare si proce-
sare a informatiei.

?Turing a introdus masina care-i poartd numele in [397]. Conform cu [270], Godel a
dezvoltat ideea unei masini de calcul care este foarte asemanétoare masinii Turing.
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Opririi in ,Despre Numerele Calculabile’,® dar acest fapt
nu este, cu exactitate, adevirat.)

Rezultatul citat in [147, p. 70| este

Teorema 2.2. Eristd o masing Turing a cdrer pro-
blemd a opririi este recursiv nerezolvabild.*

Fig. 1.1: M. Davis®

in cartea sa din 1958, Davis crediteazi monografia lui Klenee [248,
p. 382] cu o demonstratie informald. Cum a notat Copeland, arti-
colul [397] este incorect citat ca locul unde a fost prima datd enuntata
si demonstratd Teorema Opririi. Care este ratiunea pentru care aceasta
afirmatie eronatd este cu insistentd repetatd? Vom réspunde la aceasta
intrebare in detaliu in Sectiunea 7.5.

1.2 O demonstratie in versuri

G. Pullum, de la Universitatea din Edinburgh, a publicat urmatoarea
demonstratie amuzantd in versuri a Problemei Opririi [329]:6

3[397].
4Re01]1rsiv nerezolvabil este vechiul nume pentru efectiv/algoritmic nerezolvabil, nede-
cidabil sau necalculabil.

5Sursa: in Wikipedia. en.wikipedia.org/wiki/Martin_Davis_(mathematician)#/me
dia/File:Martin_Davis. jpg.

6Publicati initial in Mathematics Magazine 73, 4, 319-320, Octombrie 2000.
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Niciun program n-ar putea erorile si depisteze.
Spun asta. Voi imi cereti: S& ne demonstreze!
Vol arita ca poti munci péni la epuizare,

dar nu poti prezice: oprirve sau ciclare.

Si presupunem ci avem o procedurd, si-i spunem P.
care pe fiecare input ne permite sa aflam

daca acel cod sursa, chiar daca-i gresit,

defineste un program ce din rulare s-a oprit.

Ii introduci programul, cu date potrivite,
P ruleazd, lucreaza si, dupa o vreme,
(un calcul finit) prezice corect

dacé programul intrd in bucle infinite.

De nu exista cicluri, P spune Bine.

Inseamni ca rularea pe-acest input s-a oprit in fine.
Dar daci depisteazd un ciclu ce nu se mai sfarseste,
P spune Réu!, deci rdmai in coadd de peste.

Adevarul este: P nu poate exista,

Cici daca l-ai scrie, si mie mi l-ai da,

l-as folosi ca sd creez un logic rationament,
ce-ti zguduie mintea si te vel crede dement.

Iata smecheria, o poti face si tu.

Voi defini o procedura, o voi numi Q,
succesul lui P de a prezice oprirea

e folosit de Q ca si-ti zdruncine gandirea.

Pentru un program dat, si-1 spunem A,
primul pas al programului meu numit Q
e sé afle de la P, dacd A rulat pe A

se opreste sau nu.

Daca P spune Rau!, O se opreste.

In caz contrar, Q iar de la capit porneste,
si tot asa, iar si iar o ia de la-nceput
pana moare universul si timpul infinit.
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Treaba, lui Q nu-i terminaté, ii voi cere iarsi
s#-si prezicd purtarea ruland pe el insusi.
Qare ce face Q, cind isi citeste sursa, Q7

Va intra in ciclare infinitd, sau nu?

Dacs P ne prezice cicliri, Q se-opreste.
Si totusi, am presupus ca P nu greseste!
Daca Q se opreste, P spune Bine,

si Q de la capit o ia in nestire.

Indiferent ce-ar face P, Q il pacéleste:

il face de ras, chiar rezultatul lui P il foloseste.

Orice ar face P, nu-1 poate prezice pe Q:

are dreptate cand greseste, si-i fals cAnd o nimereste!

Am creat un paradox cit se poate de curat
Doar folosind existenta lui P cel postulat.
Existenta lui P, presupusd, e un lat,

l-a strans implacabil logica, si... Hat!

Din toatid povestea, morala o ghiciti?
Nici nu v-o0 mai spun. Sunt sigur ca stiti.
Am ardtat cd nu poate exista

o proceduri sa ruleze lui P asemenea.

Nu vom putea gisi mecanism niciodata

S& prezicd corect o rulare toata.

Va trebui si ne giisim erorile singuri!
Calculatoarele, vai... doar se sparg in figuri!

Cititorul convins de demonstratia de mai sus poate siri peste restul
acestui capitol.

1.3 Programe in limbaj pseudocod

Un algoritm este o secventd de operatii care trebuie executate sau
efectuate. Algoritmii pot fi executati in memorie, pe hartie sau de un
calculator.

Pseudocodul este un limbaj informal de descriere de nivel inalt avand
o sintax3 apropiatd de a limbii engleze si utilizdnd conventiile cunoscute
ale structurii limbajelor de programare standard, flind ins8 destinat mai
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degrabi citirii si intelegerii de ciitre cameni decat executiei pe un calcu-
lator.

Pseudocodul nu este folosit doar de incepdtori; programatori
experimentati scriu ocazional pseudocod atunci cand colaboreaza in
echip# sau chiar pentru necesitati proprii, il utilizeazi in articole sau cérti.
De exemplu, pseudocodul este folosit in stiinta datelor sau proiectarea web
pentru a descrie pasii distincti ai unui algoritm care este usor de inteles
pentru oricine are cunostinte de baza de programare. Aspectul sau intu-
itiv este un ajutor in procesele de dezvoltare de software si depanare.

Nu existd niciun standard pentru sintaxa pseudocodului; nivelul de
detaliu pentru acesta diferd si, in anumite cazuri, se apropie de formatul
formal al limbajelor de programare generale, adica un limbaj de progra-
mare echivalent in putere de calcul cu o masina Turing universala [50|.

Programele in limba] pseudocod utilizeaza instructiuni tipice limba-
jelor de programare standard. precum:

(1) asignari (=),

(2) comparatii (=,#, <, >, <, >),

(3) operatii aritmetice (+ —. %, /),

(4) operatii logice (V,A),

(5) cuvinte cheie in programare (read, print, do, for, stop),

(6) instructiuni conditionale (if-then-else, case), iterative (while),
(7) blocuri (begin, end) si

(8)

8) functii (P(N)).

De exemplu, ¢ = 1 desemneazi asignarea valorii 1 variabilei 7; s = s + 1
este instructiunea de incrementare a valoril curente a variabilei s cu 1;
while ¢ < 100 do este o instructiune de control care executd repetitiv un
bloc de instructiuni cat timp conditia booleand i < 100 este satisfacuta.
Vom cere ca orice program sd se termine cu o unicd instructiune stop.
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1.4 Programe care se opresc

Programul (pseudocod)

PrOGRAM(1)

1=1

s=0

while 7 < 100 do
s=s8+1
i=t+1

end while

print s

stop

0 3 O Ut W=

calculeazd suma 1+ 2 + - - - + 100, produce iesirea 5 050 si se opreste.”
Decizia privind oprirea programului este simpld: conditia ,¢ < 100” din
iteratia while (liniile 3,4, 5,6) este satisfacutd numai de 100 de ori, iar
in iteratia 101 conditia devine falsd. Controlul executiei este transferat la
instructiunile din liniile 7 si 8, care produc iesirea 5 050 si opresc calculul.
Pentru a facilita intelegerea programelor, instructiunile sunt numerotate.
Aceste numere nu fac parte din program, reprezentand meta-informatie.

1.5 Programe care nu se opresc

Cum ar putea un program si ruleze la nesfarsit? Figura 1.2 sugereazé
un astfel de comportament.

7Elevul de opt ani Gauss, care a devenit mai tarziu Princeps mathematicorum, si-a
uluit profesorul calculand suma rapid. Gauss nu a utilizat un calculator, dar a observat
¢4 suma consta din 50 de perechi de numere (14 100), (2 +99), (3+ 98),...,(50 4-51)
cu suma constanti si egald cu 101, adicd 50 x 101 = 5 050. Cu cat gandesti mai mult,
cu atat calculezi mai putin si reciproc!
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Fig. 1.2: Dupa dumneavoastra!

Un exemplu de astfel de program se poate obtine modificand PRO-
GRAM(1):

PROGRAM(2)

i=1

while 7 > 1 do
1=143+1
print ¢

end while

stop

SO WN =

Evident, este simplu si decidem daci PROGRAM(2) se opreste.
Conditia ,i > 17 in while (liniile 2, 3, 4 si 5) este totdeauna satisfi-
cut#, iar instructiunile 2, 3 si 4 sunt permanent repetate, forménd un ci-
clu; PROGRAM(2) nu se opreste si instructiunea stop nu este niciodata
executatd. Programul produce toate valorile intregi pozitive 1,2,3,...
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1.6 Cicluri si programe care nu se opresc

Pentru mai multe informatii, si analizim cu mai mults atentie PRO-
GRAM(2): acesta nu se opreste niciodatd datoritd repetitiei infinite a
instructiunilor de pe liniile 2, 3 si 4. Executia programului se poate de-
scrie de urmitoarea secventd infinitd de instructiuni:

1,2,3,4,2,3,4,2,3,4,...2,3,4, ...

Cu alte cuvinte, PROGRAM(2) nu se opreste niciodatd deoarece exe-
cutd ciclul 2, 3, 4 la infinit, deci instructiunea de pe linia 5 nu este niciodata
executats. In matematici, o secventd uy, g, ..., Uy ... se numeste perio-
dicd dach se repetd permanent la intervale regulate. Formal, secventa este
periodics cu perioada T > 0 dac w4+ = un, pentru toate valorile n > 1.
Cea mai micd valoare de acest fel, T, se numeste cea mai micd perioadd

(sau simplu ,perioadd”). De exemplu, secventa 0,1,0,1,0,1,... este pe-
riodicd cu perioada 2 si secventa 0,1,1,1,0,1,1,1,... este periodicd cu
perioada 4.

In informatica, un ciclu infinit este o secventd de instructiuni repetatd
la infinit. De exemplu, programul care executd instructiunile 1, 2, 3, 4, 3,
6 in ordinea urméatoare

1,2,3,4,5,6,3,4,3,4,3,4, ...

contine un ciclu (3,4) si, In consecintd, nu se opreste. Aceastd secventa
este periodica. In general, un program contine un ciclu infinit dacd pro-
gramul executd o secventd periodicd de instructiuni pentru o anumitd
intrare. Totusi, in contrast cu PROGRAM(2), se poate scrie un program
care contine un ciclu infinit care se opreste pentru anumite intrsri.®

Un program a cirui secventd de instructiuni contine un ciclu infinit
nu se opreste niciodata si a decide dacd un program contine un ciclu este
simplu.® Ce se poate spune despre implicatia inversi? Cu alte cuvinte,
este adevirat ci orice secventd de calcul care nu se opreste niciodata
trebuie si contind un ciclu infinit?

Rispunsul este negativsi PROGRAM(3) este un exemplu in acest sens.

8Provocare pentru cititor: Scrieti un astfel de program.
9Provocare pentru cititor: De ce?
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PROGRAM(3)
i=1
while 7 > 1 do
j=1
while j <7 do
print 0
j=J+1
end while
i=i+1
end while

00~ O Ot = W N

—_
oo

stop

Intr-adevir, secventa de instructiuni executatd de PROGRAM(3) in-

cepe cu
1,2,3,4.5.6,7.8,9,2,3,4,5,6,7,4,5,6,7,8.9, ...

si nu se opreste niciodatd. Totusi secventa nu contine un ciclu infinit
deoarece numirul de repetitii ale secventei 4,5, 6, 7 creste nedefinit.

O instructiune de ciclare este o instructiune de control care permite
executia repetitivi a unui bloc de instructiuni. De exemplu, while este o
astfel de instructiune pentru programele utilizate in aceastd carte. Anu-
mite cicluri sunt finite: ciclul din PROGRAM(1) este finit. Ciclul infinit
definit de grupul de instructiuni 2, 3,4,5,6,7, 8,9 aratd cd PROGRAM(3)
nu se opreste niciodata. Un alt exemplu este programul in care doud
instructiuni, a si b, sunt executate in urmétoarea secventa:

a,b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaaa, . . . (1.1)

Aceastd secventd binard infinitd contine orice cuvant binar de un
numir arbitrar de ori.!® Se poate scrie un program cu instructiunile
etichetate @ si b a ciirui executie si fie exact secventa (1.1): acest program
nu se va opri, dar nu are un ciclu infinit.** Aceste tipuri de programe nu
doar ci nu se opresc, dar formeazi si ,majoritatea” programelor care nu

se opresc.'?

W0Provocare pentru cititor: De ce?

HProvocare pentru cititor: Scrieti un astfel de program.

12Provocare pentru cititor: Formalizati notiunea de ,jnajoritate” si justificati afirmatia
de deasupra.
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1.7 Problema Opririi

Dupi cum am vizut in Sectiunile 1.4 si 1.5, a fost simplu s& decidem
ci PROGRAM(1) se opreste totdeauna si PROGRAM(2) nu se opreste
niciodati,*? deci poate ci o analizd mal atenta ar putea conduce la gédsirea
unei solutii pentru orice program. Dar ce se poate spune despre discutia
din Sectiunea 1.67

Problema Opririi (pentru programe) inseamni a decide dacd un
program arbitrar se opreste.

Pentru a rezolva Problema Opririi (pentru programe) avem nevoie
de un program numit decident de oprire, care poate prezice corect in
timp finit dacd orice alt program se va opri sau nu.' Nu sunt limit#ri de
memorie sau timp impuse decidentului de oprire pentru a ajunge la
decizie. Totusi, decidentul de oprire ar trebui si ajungd la decizie in
timp finit; de aceea decidentul de oprire se opreste totdeauna. Cum
programele includ si intriirile lor, decidentul de oprire ar trebui s
execute un program si intrarea sa.

Confirmarea faptului ci un program care se opreste ajunge la
instructiunea finald se poate obtine prin executia sa, deoarece nu existd o
limitd in timp pentru a finaliza decizia. Ce se Intampld in cazul in care
programul nu se opreste? Pentru cat timp trebuie si-1 executdm pentru
a decide ci nu se opreste niciodatd? Intuitiv, acest timp poate fi extrem
(arbitrar?) de mare. Dar, este totdeauna finit?

1.8 Infinit de multe cazuri decidabile

Problema Opririi este decidabild pentru un numér infinit de clase
de programe si intriri. De exemplu, orice program care nu contine
instructiuni de ciclare se opreste, iar numarul acestor programe este in-
finit.

Putem construi multe alte exemple de clase de programe decidabile.
Aici, exemplificim cu doui astfel de clase. Incepem cu PROGRAM(1)
si ,parametrizim” while. inlocuind limita 100 cu variabila N se obtine
programul

13 A se nota ci niciunul din aceste programe nu foloseste intrari.
14 Timpul viitor indici faptul ci decizia trebuie ficutd ,in avans’.



